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= ,  где 0{ }kp p=λ  – произвольные различные комплексные числа. Доказанные утверждения дополняют 
и  обобщают известные результаты Э. Саффа и Р. Варги, Г. Шталя, Ф. Вилонского о поведении нулей многочленов 
Эрмита для системы экспонент 0{ }
pz k
pe = .  
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The upper estimates are determined for modules of the zeros of Hermite polynomials (Hermite – Padé approximation type I) of 




= ,  where 0{ }kp p=λ  are arbitrary complex numbers. The proven statements complement and gen-
eralize known results about the behavior of the zeros of Hermite polynomials for exponential system 0{ }
pz k
pe =  by E. Saff and 
R. Varga, H. Stahl, F. Wielonsky. 
 




Для заданного натурального числа k рас-
смотрим произвольный фиксированный набор 
0{ }
k
p p=λ  различных комплексных и произвольный 
набор 0{ }
k
p pn =  целых неотрицательных чисел.  
Аппроксимациями Эрмита – Паде I типа (La-








nA z ,  1ppn pdegA n≤ − ,  0 1p k= , ,..., ,  
хотя бы один из которых тождественно не равен 
нулю, удовлетворяющие условию  
 0 1 1
0
( ) 0p k
p
k
z n n np
n
p
A z e O z zλ + +...+ −⎛ ⎞⎜ ⎟⎝ ⎠=
= , → .∑  (0.1) 
Если 0 1 kn n n n= = ... = = ,  то элементы множест-
ва 0{ ( )}
p k
n pA z =  называют диагональными аппрок-





=  (по поводу терминалогии см. [1]).  
Многочлены 0{ ( )}p
p k
n pA z =  введены Эрмитом 
[2], [3] спустя некоторое время после выхода в 
свет его знаменитой работы [4], посвящённой 
доказательству трансцендентности числа e.  На-
помним, что в [4] Эрмит нашёл явный вид мно-
гочленов ( )knQ z ,  ( )jknP z ,  1 2j k= , ,..., ,  степени не 
выше kn,  удовлетворяющих условиям  
1( ) ( ) ( ) 0jz j kn nkn knQ z e P z O z z
+ +− = , → ,  
которые единственным образом определяют ра-
циональные функции  
( ) ( ) ( ) 1 2j jkn kn knz P z Q z j kπ = / , = , ,..., .  
Дроби 1{ ( ) ( )}kkn knz zπ ,..., π  принято называть со-
вместными рациональными приближениями, а 
многочлены 1( ) ( ) ( )kkn kn knQ z P z P z, , ...,  – диагональ-
ными аппроксимациями Эрмита – Паде II типа 
(German type) системы экспонент 1{ }
jz k
je = .   
Аппроксимации Эрмита – Паде I и II типов, 
явно различные в многомерном случае, неодна-
кратно обобщались в самых различных направ-
лениях, а теория таких аппроксимаций имеет 
интересную содержательную историю и состав-
ляет самостоятельное направление комплексного 
анализа и теории приближений [5]–[7]. Кроме 
традиционных приложений к теории диофанто-
вых приближений [8]–[11] и приближениям ана-
литических функций [12]–[15], аппроксимации 
Эрмита – Паде оказались полезными в теории 
несимметричных разностных операторов [16], 
[17] , в теории случайных матриц [18]–[20].  
В одномерном случае, когда 1k = ,  0 0λ = ,  
1 1λ = ,  0n n= ,  1n m= ,  аппроксимации Эрмита – 
Паде, удовлетворяющие равенствам (0.1), совпа-
дают с классическими многочленами Паде экспо-
ненты, которые при 0m =  являются многочлена-
ми Тейлора этой функции. При таких условиях 
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многочлены Паде 0( ) ( )n m np z A z, = − ,  1( ) ( )n m mq z A z, =  
имеют, соответственно, степени 1n −  и 1m −  и 
определяются из условий  
 1( ) ( ) ( )z n mn m n mq z e p z O z
+ −
, ,− =         (0.2) 
с точностью до однородной константы. Одно-
родная константа задаётся удобными в конкрет-
ной ситуации условиями нормировки, которые 
однозначно определяют эти многочлены.  
Мы хотим локализовать область, в которой 
находятся нули многочлена ( )
p
p
nA z ,  в зависимо-
сти от выбора чисел 0{ }
k
p p=λ  и 0{ }kp pn = .  В от-
дельных частных случаях такая задача хорошо 
известна. Так Г. Сеге [21] исследовал поведение 
нулей многочленов Тейлора функций, связанных 
с экспонентой. Э. Сафф и Р. Варга [22] нашли 
границы кольца, в котором находятся нули мно-
гочленов Паде экспоненциальной функции. Им 
принадлежит следующая хорошо известная «тео-
рема о кольце» (подробнее о других результатах, 
касающихся нулей многочленов Паде, см. [23]).  
Теорема 0.1 [Э. Сафф, Р. Варга]. При 2n ≥  
и 1m ≥  все нули многочленов Паде ( )n mp z, ,  
( )n mq z,  функции exp z  лежат в кольце  
{ ( 2) 2 3}K z n m z n m= : + − μ < < + − / ,  
где 0 278465μ = ,  – единственный положитель-
ный корень уравнения 1 1tte + = .    
В работе [24] Ф. Вилонский получил оценку 
сверху для модулей нулей диагональных аппрок-
симаций Эрмита – Паде 0{ ( )}
p k
n pA z =  системы экс-
понент 0{ }
pz k
pe = .  Г. Шталь [25] исследовал распо-
ложение нулей, преобразованных с помощью 
масштабирования независимой переменной 
квадратичных диагональных аппроксимаций 
Эрмита – Паде I и II типов системы экспонент 
2{1 }z ze e, ,  и показал, что указанные нули лежат на 
специальных дугах комплексной плоскости. Эти 
исследования были продолжены в работе [26].  
Если не принимать во внимание одномерный 
случай, когда, как уже было сказано, аппроксима-
ции Эрмита – Паде совпадают с достаточно хо-
рошо изученными классическими аппроксима-
циями Паде, то можно сказать, что до настоящего 
времени недиагональные аппроксимации остава-
лись практически не исследованными [27].  
Основным результатом данной статьи явля-
ется следующая теорема.  
Теорема 0.2. Пусть 0{ }
k
p p=λ  – произвольные 
различные комплексные числа. Тогда при 2pn ≥ ,  
0 1p k= , ,..., ,  1k ≥  нули многочлена ( )
p
p
nA z ,  
0 p k≤ ≤ ,  находятся в круге { }
p
p













+ − /= .| λ − λ |∑              (0.3) 
При 1k = ,  0 0λ = ,  1 1λ = ,  0n n= ,  1n m=  из 
теоремы 0.2 следует, что все нули многочленов 
Паде ( )n mq z, ,  ( )n mp z,  лежат в круге  
{ 2 3}z z n m:| |< + − / ,  
что согласуется с теоремой Э. Саффа, Р. Варги.  
Если 2k ≥ ,  p pλ = ,  0 1p k= , ,..., ;  0 1n n= =  
kn n= ... = = ,  то из (0.3) в качестве следствия 
вытекает теорема 2.2 из работы [24] Ф. Вилон-
ского: все нули многочлена ( )pnA z ,  принадлежат 












⎡ ⎤⎛ ⎞= − + .⎢ ⎥⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎣ ⎦∑ ∑  
При тех же условиях, что и в теореме Ф. Вилон-
ского, но для произвольных различных действи-
тельных 0{ }
k
p p=λ ,  из теоремы 2 следует утвер-
ждение, доказанное в работе [28]: все нули мно-
гочлена ( )pnA z  лежат в круге { }
p











⎡ ⎤⎛ ⎞= − + .⎢ ⎥⎜ ⎟ | λ − λ | | λ − λ |⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦∑ ∑  
В случаях, когда 0p =  или p k= ,  соответ-
ственно, первая и вторая суммы в скобках в двух 
последних равенствах равны нулю.  
Многочлены 0{ ( )}p
p k
n pA z = ,  удовлетворяющие 
равенству (0.1), могут быть получены решением 
линейной системы 0 1 1kn n n+ + ... + −  однород-
ных уравнений с 0 1 kn n n+ + ... +  неизвестными 
коэффициентами. Поэтому нетривиальное реше-
ние всегда существует. Более того, такие нетри-
виальные решения могут быть выписаны в явном 
виде. Действительно, пусть pC  – граница круга с 
центром в точке pλ  столь малого радиуса, что 
все остальные jλ  лежат во внешности этого кру-
га. Используя теорему Коши о вычетах, легко 
показать, что искомые многочлены можно пред-
ставить в виде:  
0













ξ= , ≤ ≤π ξ −λ∫ ∏  (0.4) 
Заметим, что недиагональные квадратичные 
аппроксимации Эрмита – Паде II типа при про-
извольных различных комплексных 0 1 2λ , λ , λ  
изучались в работе [29]. 
 
1 Доказательство теоремы 0.2  
В линейном пространстве ,P  состоящем из 
всех многочленов, определим линейные операторы  
T I Dλ = λ + ,  
где λ  – произвольное комплексное число, I  – 
единичный оператор, а dD
dz
=  – оператор диф-
ференцирования.  
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Лемма 1.1. Любые два оператора 
1
Tλ ,  2Tλ  
коммутативны, т. е. 
1 2 2 1
T T T Tλ λ λ λ⋅ = ⋅ .  
Доказательство. Утверждение леммы вы-
текает из легко проверяемого равенства  
1 2 1 2 1 2
( ) ( )T T S S S S Sλ λ ′ ′′⋅ = λ λ + λ + λ + , ∈ .P  
Лемма 1.1 доказана.  
Лемма 1.2. Для произвольного λ∈R  и 
S ∈P  справедливы тождества  
( ) ( )( ) ( ) 1 2p z z pD e S z e T S z pλ λ λ⋅ = ⋅ , = , ,....   (1.1) 
Доказательство. Так как  ( ) ( )( ) ( ) ( )z zD e S z e S z S zλ λ ′⋅ = λ + ,  
то при 1p =  тождество (1.1) доказано. Далее 
применим метод индукции. Предположим, что 
2p ≥  и (1.1) справедливо при 1p − .  Тогда, ис-
пользуя утверждение леммы 1.1, получаем:  
( ) ( )1( ) ( )p z p zD e S z D D e S zλ − λ⎡ ⎤⋅ = ⋅ =⎣ ⎦  
( ) ( )




( ) ( ) ( )
pz
z p z p
D e S zI D




⎡ ⎤= =λ +⎣ ⎦
′= ⋅ λ + = ⋅ .
 
Лемма 1.2 доказана.  
Найдём явный вид обратного оператора к 
mTλ  в случае, когда 0 1 2m = , , ,...  и 0λ ≠ .  Для 












−⎛ ⎞:= λ ⋅ , = , , ,...,⎜ ⎟ λ⎝ ⎠∑   (1.2) 
где ( )l
p
l p l p
⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠
= ! ! − !  – биномиальные коэффици-
енты.  
Если S ∈ ,P  то правая часть в (1.2) состоит 
из конечного числа слагаемых. Это следует из 
того, что при j degS>  j-ый член ряда в (1.2) ра-
вен нулю.  
Лемма 1.3. При 0λ ≠  и 0 1 2m = , , ,...  об-
ратный оператор для оператора mTλ  существу-















− +⎛ ⎞:= λ ⋅ − ⎜ ⎟− λ⎝ ⎠∑  (1.3) 
Доказательство. При 0m =  утверждение 
леммы справедливо, так как в этом случае из оп-
ределения биномиальных коэффициентов [30, 
приложение I, п. 1.5] следует, что mT I−λ = .  Пусть 
1m ≥ .  Используя рекуррентную формулу для би-
номиальных коэффициентов и лемму 1.1, получаем:  





































− +⎛ ⎞= λ = .⎜ ⎟ λ⎝ ⎠∑  
Таким образом, 1m mA T Aλ, λ λ, −⋅ = .  Поэтому спра-




( )m mm m
m
m
A T S A T T S
A T S A S S
−⎛ ⎞⎜ ⎟λ, λ λ, λ λ⎝ ⎠
−⎛ ⎞⎜ ⎟λ, − λ λ,⎝ ⎠
⋅ = ⋅ ⋅ =
= ⋅ = ... = = .  
Отсюда следует, что оператор mAλ,  является левым 
обратным к оператору mTλ .  Поскольку согласно 
лемме 1.1 эти операторы коммутативны, то mAλ,  
является и правым обратным к оператору mTλ .   
Для биномиальных коэффициентов имеют 
место равенства  
1 1
( 1) ( 1)
1
j jm m j m j
j j m
− − + − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − = − .⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 
Поэтому из (1.2) следует, что оператор mT −λ  мож-
но представить в виде (1.3). Лемма 1.3 доказана.  
Лемма 1.4. При 2n ≥ ,  2m ≥  многочлены 
Паде n mq , ,  n mp ,  можно нормировать так, что  
1
1( ) ( )
n m
n mq z T z
− −





1 ( 1)( 1)








− +⎛ ⎞ − != − .⎜ ⎟− − − !⎝ ⎠∑  (1.4) 
Доказательство. Дифференцируя равенство 









e T q z




= + − + − ⋅... ⋅ + ....  
Отсюда, так как  














= + − + − ⋅... ⋅ + ....  (1.5) 
Слева в (1.5) стоит многочлен степени не выше 
1m − .  Поэтому  
1
1 ( ( )) ( 1)( 2)
n m
n m mT q z c n m n m mz
−
, = + − + − ⋅... ⋅ .  
Выбирая условия нормировки ( )n mq z,  так, чтобы  
1(( 1)( 2) )mc n m n m m
−= + − + − ⋅... ⋅ ,  
и, учитывая линейность оператора 1
nT ,  получим, 
что 
1
1 ( ( ))
n m
n mT q z z
−
, = .  
Теперь для завершения доказательства достаточно 
воспользоваться леммой 1.3. Лемма 1.4 доказана.  
Перейдём непосредственно к доказательст-
ву теоремы 0.2. Сначала найдём новое представ-
ление для многочлена ( )
p
p
nA z .  Для этого разде-
лим равенство (0.1) на 0 zeλ  и затем продиффе-
ренцируем 0n  раз. С учётом леммы 1.2, получим:  
( ) ( )0 0 1 0 00 1 0 1( ) ( ) 1( ) ( )k kk k k kz n z nk kn ne T A z e T A z− − −λ −λ λ −λ −λ −λ λ −λ+ + ...  
( )1 0 0 1 21 0 1( ) 11 ( ) ( )kz n n n nne T A z O zλ −λ + +...+ −λ −λ+ = .  
О локализации нулей аппроксимаций Эрмита – Паде экспоненциальных функций 
 
Problems of Physics, Mathematics and Technics, № 3 (24), 2015 87
Разделим предыдущее равенство на 1 0( )ze λ −λ  и 
затем продифференцируем 1n  раз. В результате 



















e T T A z
e T T A z− − − −
λ −λ
λ −λ λ −λ
λ −λ −




( )0 22 1 12 1 2 0 2 1( ) 2 ( ) ( )kn n nz n ne T T A z O z +...+ −λ −λ λ −λ λ −λ... + = .  
Повторяя указанную последовательность дейст-
вий ещё 2p −  раз, получим, что  
( )1 1 011 1 0( ) ( )k p pk p k k kz n nn kne T T T A z− − −λ −λ λ −λ λ −λ λ −λ⋅ ⋅ ⋅ + ...  







p p p p
p k
z n nn p
n
n n





λ −λ λ −λ λ −λ
+...+ −
+ ⋅⋅ ⋅ =
= .
 
Разделим теперь предыдущее равенство на 
1( )k p ze −λ −λ  и продифференцируем kn  раз. Повто-
рив эту процедуру ещё k p−  раз, придём к 






1( ) ( )
p k k
p p p k p k
p p










λ −λ λ −λ λ −λ
−
λ −λ λ −λ λ −λ
⋅ ⋅ ⋅ ×
× ⋅⋅ ⋅ = .  
В левой части предыдущего равенства стоит 








p p p k p k
p p










λ −λ λ −λ λ −λ
−
λ −λ λ −λ λ −λ
⋅ ⋅ ⋅ ×
× ⋅⋅ ⋅ = .  









p p p p p p k
p pk











λ −λ λ −λ λ −λ λ −λ
− −−
λ −λ λ −λ
= ⋅⋅ ⋅ ×
× ⋅⋅⋅ .  (1.6) 
Далее воспользуемся следующей теоремой 
Уолша [31], [32, гл. 4, §18, теорема 18.1].  













f z a z















h z n j b f z−
=
= − ! .∑  
Тогда, если нули ( )f z  лежат в круге U ,  то все 
нули ( )h z  являются точками множества G,  
которое состоит из n  кругов jU ,  1 2j n= , ,..., ,  
где круг jU  получен параллельным переносом U  
в направлении вектора jβ  на величину, равную 
длине вектора jβ .  
Пусть 1pnS −  – произвольный многочлен сте-
пени не выше 1pn − .  Принимая во внимание 
равенство (1.3), нетрудно заметить, что функции  
1 1( ) ( ) ( ) ( ( )) 0lp p
n
n nf z S z h z T S z
−






































удовлетворяют условиям теоремы Уолша. Кроме 
того, если сравнить предыдущее равенство для 
многочлена ( )g z  и равенство (1.4), то легко об-
наружить, что  
1











λ= λ .− !  
Из теоремы 0.1 следует, что нули многочле-
на Паде ( )
l pn n
q z, λ  по модулю меньше 
( 2 3)p ln n+ − / / | λ | .  Тогда, согласно теореме 
Уолша, нули многочлена 1( ) ( ( ))l p
n
nh z T S z
−
λ −=  по 
модулю меньше ( 2 3)p ln nρ+ + − / / | λ |,  где ρ  – 
радиус круга с центром в нуле, который содер-
жит все нули 1( )pnS z− .   








nS z z h z T z+ +
− − −
− λ −λ= = .  







+ − / .| λ − λ |  
Из равенства (1.3) следует, что степень много-








( ) ( )









S z T z










= ,  
ещё раз применим предыдущее утверждение. В 




2 3 2 3p p p p
p p p p
n n n n+ +
+ +
+ − / + − /+ .| λ − λ | | λ − λ |  
Опираясь на равенство (1.6) и продолжая 
аналогичные рассуждения, после конечного чис-
ла шагов получим, что нули многочлена ( )
p
p
nA z  
по модулю меньше  
1 1
2 3 2 3p k pp p j p p j
j jp p j p p j
n n n n−− +
= =− +
+ − / + − /+ .| λ − λ | | λ − λ |∑ ∑  
Теорема 0.2 доказана.  
 
2 Точность оценки  








nR  зависит как от степени мно-
гочленов, так и от взаимного расположения по-




= .  В связи с 
этим представляет интерес вопрос о точности 
полученной в теореме 0.2 верхней оценки для 
А.П. Старовойтов, Е.П. Кечко 
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модулей нулей ( )
p
p
nA z  в случае, когда pn  – фик-
сированы, а расстояние между соседними члена-
ми последовательности 0{ }
k
p p=λ  является сколь 
угодно малой величиной.  
Представление многочленов ( )
p
p
nA z  с по-
мощью интегралов в виде (0.4) позволяет полу-
чить для них явные выражения, а при 2 3 4pn = , ,  
найти точные значения всех нулей ( )
p
p
nA z .  Здесь 
ограничимся случаем, когда 0 1 kn n n n= = ... = =  
и 2 3n = , .   
Напомним, что при aε →  две бесконечно 
большие функции ( )ϕ ε ,  ( )ψ ε ,  принимающие 
положительные значения, имеют одинаковый 





ϕ ε = ,ψ ε  где 0 A< < +∞.  




= ,  
где 0 0λ = ,  1 1λ = − ε,  2 1λ = ,  3 1λ = + ε,  а 
0 1< ε < .  Далее запись ( ) 1 2 1p pn jA z j n: ε , = , ,..., −  
означает, что ( )pjz ε  – все нули многочлена 
( )pnA z .  Пусть  
( ) max{ ( ) 1 2 1}p pn jr z j nε := | ε |: = , , ..., − ,  
а ( )pnR ε  – радиус круга, содержащего все нули, 
который определяется равенством (0.3). C помо-











− ε: ε = − ,− ε











: ε = ,
+ ε: ε = .ε + ε
 
Отсюда следует, что при 0ε →   
 
2 2
1( ) ( ) для 1 3p pr R pε ε , = , ,εT T  
0 0 2
2 26 ( ) ( ) (10 3)(1 2 (1 ))r R← ε < ε = / + / − ε ,  
2 2
2 2
12 ( ) ( ) (10 3)(1 2 )r R= ε < ε = / + / ε .εT  
 
Если 1ε → ,  то  
 
2 2
1( ) ( ) для 0 1
1
p pr R pε ε , = , ,− εT T  
2 2
2 22 ( ) ( ) (10 3)(1 2 )r R= ε < ε = / + / ε ,  
3 3





3 1 2 2
9 3 3( )
1
iA z ,




9 15 3 5 10 9( )
2 (1 )
iA z ,




2 3 2( ) iA z ,




9 15 3 5 10 9( )
2 (1 )
iA z ,
+ ε ± + ε − ε: ε = .ε + ε  
Поэтому, если 0ε → ,  то 
3 3
1( ) ( ) для 1 2 3p pr R pε ε , = , , ,εT T  
0 0 2
3 390 ( ) ( ) (16 3)(1 2 (1 ))r R← ε < ε = / + / − ε .  
При 1ε →   
3 3
1( ) ( ) для 0 1
1
p pr R pε ε , = , ,− εT T  
2 2
3 313 ( ) ( ) (16 3)(1 2 )r R← ε < ε = / + / ε ,  
3 3
3 2582 4 ( ) ( )
(16 3)(1 (1 ) 3 (2 ))
r R/ ← ε < ε =
= / / + ε + / ε .  
Приведенный пример показывает, что для рас-
сматриваемой системы экспонент при 2 3n = ,  
полученные в теореме 0.2 неравенства для моду-
лей нулей соответствующих многочленов Эрми-
та – Паде являются точными в смысле порядка 
при 0ε →  ( 1).ε →  Оценка является точной и в 
случае 4n = .  При этом не все нули многочленов 
Эрмита – Паде с убыванием расстояния между 
соседними членами последовательности 0{ }
k
p p=λ  
стремятся к бесконечности. В частности, имеют-
ся нули, которые не зависят от ε  21( ( ) 2z ε =  при 
всех 0 1).< ε <  Уже это говорит о том, что в об-
щем случае нахождение нижних оценок для мо-
дулей нулей многочленов Эрмита – Паде и, в 
частности, получение для них некоторого анало-
га теоремы Э. Саффа и Р. Варги о кольце, явля-
ется достаточно трудной задачей.  
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